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 چکيده
ها منجربه ایجاد در گراف DFSی های موازی برای مسـألهبررسی وجود الگوریتم

و  Tarjanرا  DFSتفکرات متعددی در این زمینه شده است. اولین الگوریتم برای 

Tarjan –Hopcroft های موازی ی الگوریتمارائه نمودند، و دیگران نیز سعی در ارائه

توسط  DFSترتیبی الگوریتم  "حوزه کوشیدند. در این مقاله ابتدا بررسی ذاتا در این

REIF پذیرد و سپس بررسی الگوریتم صورت میNC های مسطح برای گراف

 & Andersonتوسط  RNCو انتها نیز بررسی الگوریتم   Smithتوسط

Aggarwal ی هر کدام از گیرد. البته در انتهای مقاله نتایج بررسمورد تحقیق قرارمی

 های موازی برای جستجوی اول عمق گراف به تفکیک ارائه شده است.الگوریتم

کامل -NPالگوریتم موازی، جستجوی اول عمق گراف، مسائل  :يديکل واژگان

 کامل.-Pو مسائل 
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 3اميد جوانشير ،2جابر کریم پور ،1حامد بابایی

 .نشگاه آزاد واحد اهر، اهرمربی، گروه مهندسی کامپیوتر، دا 1
 دانشیار، گروه علوم کامپیوتر، دانشکده ریاضی، دانشگاه تبریز، تبریز 2

 .گروه مهندسی کامپیوتر، دانشگاه آزاد واحد اهر، اهر 3
 

   نام نویسنده مسئول:
 حامد بابایی

 هاي موازي براي جستجوي اول عمق گرافبررسی الگوریتم
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 مقدمه
ی با مجموعه G = (V, E)گراف پردازیم. یک می DFSابتدا در این بخش به توضیحات مقدماتی در مورد گراف و مفهوم پیمایش 

ها بر اساس ضرب دکارتی به صورت یعنی یال Gدار بودن گراف باشد و مفهوم جهتمی  Eها دری لبهو مجموعه V={1,2,…,n}رئوس در 

-تب میهای غیر مرها  به صورت زوجیعنی یال Gار بودن گراف { و مفهوم غیر جهت(u,v),(v,u)}Eگیرند، های مرتب قرار میزوج

باشد که می O(n+e)ی از مرتبه DFSهای مجاورتی برای افزایش کارایی الگوریتم با لیست Gسازی گراف . پیادهE  {v,u}={u,v}باشند،

را از ریشه شروع کرده و  Gپیمایش گراف  DFSکند پشته است و پشتیبانی می DFSای که ازساختمان داده است. E|=e|و  V|=n|در اینجا 

به صورت بازگشتی  DFSاند کار جستجو ادامه بدهیم. در زیر الگوریتم ی رئوس گراف ملاقات نشدهی که پشته خالی نشده و کلیهتا زمان

  [7 ,6 ,5 ,4 ,3 ,2 ,1]. ارائه شده است Gبرای پیمایش گراف 
procedure DFS(v) 
begin 

                mark v as visited; 

                while there is an unmarked vertex w 

                                  adjacent to v do 

                                  add (v, w) to T; 

                                  DFS(w) 

                end { while { 

end { DFS { 

حالت تر از زمان خطی و اجرای آن الگوریتم بر روی چندین  پردازنده در ایینحال هدف کاهش زمان اجرای الگوریتم فوق به صورت پ

 .باشدمی موازی

 

 REIFالگوریتم موازي اول عمق گراف 

مورد نظر خواهد  REIFتوسط  DFSترتیبی الگوریتم  "این بخش نزدیکی زیادی با روش حالت سریال دارد چون در اینجا اثبات ذاتا

 بود. 

، نمی باشد. C^(log n) (C > 0)ی  زمانی و فضایی قطعی معادل به صورت موازی دارای مرتبه DFSکند که این بخش گواه می

پذیرش شوند. مفهوم  o(1)^(log n)توانند توسط یک ماشین تورینگ قطعی با فضای می UDFS-ORDERو  DFS-ORDERالبته 

DFS-ORDER همان ،DFS ای است که بر روی ماشینRAM شود و دارای زمان ال انجام میبه صورت سریO(n+e) سازی شده و پیاده

ملاقات شده  vقبل از  uکه رأس  u,vVی معلوم و رئوس دار با ریشهکه به یک گراف جهت UDFS-ORDERبا لیست مجاورتی است، و 

 .[2 ,1]توان به مدارات بولین اشاره نمود های محاسباتی میاست اشاره دارد. از مدل

گره ورودی  nباشد که های برچسب شده میدار متناهی با گرهورودی برای یک گراف غیر دوار جهت nبا  aیک مدار بولین  [2 ,1]در 

های دیگر با یک عملیات بولین شوند و گرههای ورودی با متغیرها و مکمل )منفی( متغیرها برچسب زده میو یک گره خروجی دارد. گره

بزرگترین  aدر  fan-inسب خورده و نیز حداقل یک مسیر از گره ورودی به گره خروجی وجود دارد. چ بر (  ORو ) ( ANDهمچون )

-که طول بزرگترین مسیر از گره ورودی به گره خروجی می aشود و عمق ها را شامل میتعداد گیت aی باشد، اندازهی هر گره میدرجه

باشد  پذیرد که را می Lزمانی زبان  Cباشد و یک مدار بولین می زبانی است که Lیک الفبای متناهی است و   باشد.

ی مداری کوچکترین اندازه Lی پیچیدگی مدار برای زبان باشند را تولید کند. اندازه  هایی کهwرا بر روی  1های خروجی Cو مدار 

ی پیچیدگی مدار است که اندازه f(n)به صورت  fیک تابع  ی پیچیدگی مدار اندازه  ذیرد. برای زبان پرا می Lاست که زبان 

 هایی از یک طول خاص را بپذیرد.داریم تا بتواند رشته باشد و ما نیاز به مدارات بولین می 

 O(log n)را در فضای  تواند معلوم باشد پس یک ماشین تورینگ قطعی می nاگر  ی یک مدار از خانواده نکته:

 تولید کرده و شرایط را ارضاء کند.

L  و L'اند که بر روی الفبای متناهی هاییزبان که  شوند. در تعریف میL'  فضای لگاریتمی کاهش پذیر بهL باشدمی 

یک تابع قابل محاسباتی در فضای  fاگر  -2باشد و می f(w)=Lآنگاه   و برای هر  -1 دو شرط: fو برای یک تابعی چون 

 شود.لگاریتمیک باشد توسط ماشین تورینگ قطعی پذیرش می
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کامل است  -Pبه عنوان  Lپذیرد. زبان قطعی می ینگهای تورای را توسط ماشینهایی در زمان چند جمله: کلاسی که زبانPکلاس 

 برقرار باشد. باید شرط  'P Lباشد و برای هر LPزمانی که 

 . پس آنگاه  'P Lو LPباشد که به صورت: اگر ی تعدی میپذیری فضای لگاریتمی یک رابطهقابلیت کاهش نکته:

 

 تعریف مدار بولين:

 =B  مقدار  که برای هرtrue  وfalse  که یا یک عبارت عملیاتی بولین به صورت 

 که به  را داشته باشد و برای  falseیا  trueیک مقدار  اگر   باشد.می 

 خواهد بود.  ر انتها گردد و دتبدیل می 

 بررسی گردد(. value(B)=trueوجود دارد که باید  Bکامل است )یک مدار بولین -Pی ی مقدار مدار یک مسألهمسأله :1قضيه 

مان کند، اگر مدارات فقط به عملیات بولین محدود شده باشند پس مسأله مقدار مدار به هی فوق را اثبات میای که قضیهگزاره

باشند( و به عنوان توابع کامل می NANDو  NOR)تابع   و  کامل باقی خواهد ماند که -Pصورت 

در  DFSگردد تا درخت های گفته شده همگی اعمال میقضایا و گزاره دار بر روی گراف جهت 1)در شکل  باشد.می 

 این گراف استخراج گردد(نهایت از روی 

 باشد؟ کامل می-Pدر کلاس  DFS-ORDERآیا  اثبات:

  های عملیات بولینوجود دارند که به عنوان زیر دنباله های قبلی و نیز ی پیش فرضکلیه

باشد یم 1هایی که در شکل و لبه  با  باشند. گراف جهت دارمی

 شود.وجود دارند که به صورت زیر نشان داده می

 

 
 

   در عمليات  ، زمانی که Bدر  براي عمليات بولين  گراف جهت دار : 1شکل 

 دهد.رخ می امتعاقب

 "قبلا کنیم که هیچ رأسی در گردد و فرض میشروع می ENTER(i)که از رأس  بر روی  DFSحال انجام عمل پیمایش 

ملاقات  "قبلا  کند و البته اگر رئوسرا معلوم می DFSی پیمایش ی نتیجهنشان دهنده 2ملاقات نشده است. شکل 

ی نتایج نشان دهنده 3شروع گردد پس شکل  ENTER(i)ملاقات نشده باشد پیمایش از رأس  شده باشند و هیچ رأس دیگری از 
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است مگر رأس ملاقات شده  ی رئوس از خواهد بود. درهر یک از دو مورد یا همه DFSهای درخت به صورت لبه DFSپیمایش 

 گردد.شروع می  ENTER(i+1)از رأس DFSباشد پس  i<nو یا اگر  

  لبه مابین گراف 2kباشد و می  و ما بین دو گراف (ENTER(i-1), ENTER(i))ی لبه 1در شکل  توجه:

ی ها به صورت گفته شده )ریشهو اتصال لبه  های ی گرافگرافی است شامل اجتماع کلیه Gوجود دارد و  و  

می باشند که به صورت زیر نشان داده  ی پیمایش گراف ی نتیجههر دو نشان دهنده 3و  2های دارد(. شکلقرار  EXIT(0)در  Gگراف 

 شوند. می

 

 اند.ملاقات نشده یا   ، با فرض اینکه قبلا هيچ کدام از براي  DFSهاي درخت لبه: 2شکل 

 

 اند.و یا هر دو ملاقات شده یا   ، با فرض اینکه قبلا هر کدام از براي  DFSهاي درخت لبه: 3شکل 

 باشد. value(B)=trueشود اگر ملاقات می Gدر گراف  T(n)قبل از  S(n) :1لم 

 که 'iابتدا ملاقات شده باشد پس فرض استقراء را برای هر در  ENTER(i)باشد. اگر رأس می عددی ثابت و  i اثبات:

شود و در غیر توصیف می 2همانند شکل  در  DFSهای درخت پس لبه اگر -1است داریم:  

 خواهد بود.  3همانند شکل  از  DFSهای درخت لبه -2اینصورت 
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و خاتمه در  EXIT(0)است که رأس شروع در  DFSهای درخت ایجاد شده شامل یک تک مسیر از لبه DFSدرخت  نتيجه:

ENTER(i) باشد.می 

و  ی استقراء برای پس فرضیه باشد  اگر  توجه:

گردد و اگر توصیف می 2به صورت شکل اند و ای هستند که از قبل ملاقات نشدهDFSهای درخت که لبه 

های اند و لبهملاقات شده "قبلا یا  باشد پس هر یک از دو رأس  

 گردند.ملاقات می 3به صورت شکل  DFSدرخت 

در مدل   O(log n)و زمان O(log n)ی ماشین تورینگ قطعی با فضای به وسیله Bبرای مدار  Gدار ساختن گراف جهت نتيجه:

 گیرد.صورت می PRAMمحاسباتی 

 :DFS-ORDER,UDFS-ORDERکامل بودن -P :2قضيه 

 Gیک زیر گراف غیر جهت دار از  یک گراف جهت دار به صورت گفته شده باشد و گراف   G=(V,E)اگر  اثبات:

 جایگزین نمود. (v,u)یا  E (u,v)ی هر لبهرا برای  E{u,v}دار های غیرجهتتوان لبهباشد پس می

کنیم هستند را ملاقات می هایی را که در ابتدا لبه vبعد از ملاقات  وجود دارند که در و  ، vVبرای هر رأس 

تواند با هر ترتیب ممکن کنیم که میهستند را ملاقات می ه در هایی کباشد و سپس لبهمی Gهمان ترتیب ملاقات در  "و این دقیقا

 باشد.می EXIT(0)در  ی صورت پذیرد. البته ریشه

 باشد. value(B)=trueشود اگر ملاقات می در  T(n)قبل از  S(n) :2لم 

 DFS-ORDERکامل بودن -Pکند و اثبات این گفته نیز به شاره میا UDFS-ORDERکامل بودن -Pاین لم به اثبات  اثبات:

 اشاره دارد.

 

 Smithاول عمق گراف  NCالگوریتم موازي 
کند. این الگوریتم اولین و های مسطح غیر جهت دار ارائه داده است بررسی میبرای گراف smithرا که  NCاین بخش الگوریتم 

 . [3]باشد سریعترین الگوریتم موازی ارائه شده می

 

 تعاریف و قضایاي ضروري

متصل  ی جداساز نقطه خود  . برای هر xو یک رأس مشخص  یک گراف متصل با اجزای دو اتصالی  G، [3]در  :1 گزاره

 Gبرای  DFSیک درخت  باشد پس اجتماع  ی با ریشه از  DFS یک درخت باشد. اگر ترین مسیر ممکن میتوسط کوتاه xبه 

 یک اجتماع متمایز از اجزای  G-Pباشد به طوری که  Gیک مسیر ساده در  Pیک گراف باشد و  Gریشه دارد. اگر  rخواهد بود که در 

های باشند( لبهمی Pهایی است که مورد تماس مسیر )لبه eاست و  Gیک لبه در  eباشد. نام ریشه میکه به  Pباشد و یکی به آخر از می

بوده  Pمورد تماس  eاست اگر  ی غیرضروری برای لبه eنیز باشد.  Pاست در  eدر  "است اگر یک رأسی که دقیقا Pمورد تماس در 

مورد  eای که ی دورتر از ریشه نسبت به نقطهدر یک نقطه Pوجود دارد که آن مورد تماس  در  ی دیگری چون باشد )اما در اینجا لبه

 Pی مسیرهای موجود در به واسطه Gکاهش  باشد.می یال ضروری برای  eقرار گرفته است خواهد بود( در غیر این صورت  Pتماس 

و عدم حذف  G-Pآید. )اجزای به وجود می Gهای غیر ضروری ی یالشود که از حذف کلیهمی  یجاد یک گرافباشد که منجربه امی

ی رئوس ی حذف کلیهگراف که نتیجه گیرد و اجزای در بر می Gهای ضروری از است که یال Pشامل اجتماعی از  رئوس انتهایی( 

P  ازG باشد.یم 

است که در رأس پایانی   از DFSیک درخت  کند و وصل می Pرا به  است که  ی ضروری برای یک لبه : 2زاره ي گ

 .باشدمی Gاز  DFSیک درخت  آورد و وجود می را به که  Pباشد ریشه دارد. اجتماع می که در 
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 v<uیا  u<vکه  E(v,u)ی است اگر برای هر لبه DFSیک درخت  Tباشد. سپس می Tدر جد  پس  اگر  اثبات:

 مفروض می DFSدرخت  اند چون ها قابل مقایسهتصل باشد پس آنم در درخت u,vبه دو رأس  eاست اگر  Gیک لبه در  eباشد. 

باشند(. می G-Pباشد )آنها شامل اجزای متمایز از را به هم وصل کند چون بر خلاف فرض می و  تواند دو درخت نمی eباشد. 

 اند چون هر رأس در رئوس پایانی قابل مقایسه –غیر ضروری است  برای  eکند. ل میمتص Pرا به  یک درخت  

 در  Pو مورد تماس هر د و  eهای اند چون لبهضروری باشد پس رئوس پایانی قابل مقایسه برای  eاگر  است و یک نواده از 

 باشد(می یک نواده از رأس دیگ ر است و  یک نواده از  باشند. )رأس دیگری از می

G  هایی در ی یالشامل همه یک گراف متصل است وG های دیگر ی یالشامل همه باشند و است که دارای سیکل میG 

به صورت موازی صورت می  شود که این کار در زمان تجزیه می و  به  Gباشد. پس باشد که شامل سیکل نمیمی

 گیرد.

با  Gوازی برای یافتن سیکل ساده در رأس را داریم پس یک الگوریتم م nیک گراف مسطح باشد گراف دو اتصالی با  Gاگر  :1 قضيه

را داشته باشند. این الگوریتم در  2n/3های داخلی و خارجی دارای تعداد رئوس کوچکتر یا مساوی خاصیت آنکه زیرگراف

 باشد.می  ها معادل با گردد و تعداد پردازندهاجرا میزمان

 

 توصيف الگوریتم

 باشد.به عنوان مدخل ورودی )ریشه( می rو یک رأس  Gدار طح غیرجهتیک گراف مس ورودي:

 ریشه دارد. rکه در  Gبرای گراف  DFSیک درخت  خروجی:

 روش :

 .یک گراف مسطح دردسترس با زمان  -1

 .یافتن اجزای دو اتصالی با زمان  -2

 کند.کار می و الگوریتمی که بر روی  Tبه  و افزودن  و  یافتن  -3

 گیرند:های زیر صورت میبه طور موازی فرآیند برای هر جزء دو اتصالی از  -4

  یرد. گانجام می یابیم که با زمان ( یک سیکل افرازبندی را می)اجزایی از  برای  -

 گیرد. انجام می یافتن یک مسیر متصل رأس ورودی به سیکل افرازبندی که با زمان  -

 

 .الف(. یافتن درخت پوشای 

 شود.ب(. درخت پوشا با رأس ورودی )که آن ریشه است( هدایت می

 باشد.دار میهتهای درخت پوشا که آن خارج از سیکل افراز بندی جی شاخهج(. حذف همه

کند.این دار که آن وارد سیکل افرازبندی شده و یک علامت را به سوی ریشه پخش مید(. انتخاب یک شاخه از درخت پوشای جهت

 کند.مسیری است که آن ریشه را به سیکل افرازبندی متصل می

گردد. این اضافه می Tبه  Pباشد و مسیر شده میای که مکان مسیر پیدا حذف یک لبه از سیکل افرازبندی که آن مجاور با نقطه  -

 گیرد.صورت می O(1)کار در زمان 

 گیرد.صورت می که این کار نیز در زمان  C-Pاز اجزای متصل  ی یافتن مجموعه -

کنیم که این کار در های ضروری را تعیین میا کرده و یالاند را پیددر تماس Pهایی که با ی لبهای از کلیهمجموعه برای هر  -5

 گیرد.صورت می O(log n)زمان 

 انتخاب هر یک از یال های ضروری. -6 

 گیرد.به عنوان مدخل )ورودی( مورد استفاده قرار می گردد که به کار گرفته می را برای هر   4و 3مراحل  -7
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 باشد.می 2n/3شان کوچکتر یا مساوی شوند رئوسپیدا می 4ی ایی که در مرحلههر یک از اجز

 باشد.می ی زمانی کلی به صورت گیرد و برای یک محدودهبرابر انجام می O(log n)که در زمان  4و  3تکرار مراحل 

 Anderson & Aggarwalاول عمق گراف  RNCالگوریتم موازي 
 Anderson & Aggarwalباشد که توسط دار عمومی میهای غیر جهتگراف DFSبرای  RNCد بررسی الگوریتم این بخش در مور

 .[7 ,6 ,5 ,4]ارائه شده است 

هایی به و لبه ی مرتب شده از رئوس مجزا به صورت که یک مجموعه G=(V,E)یک مسیر در گراف  تعاریف:

باشد اگر بزرگترین ای برای جداسازی رئوس با مسیرهای متمایز مییک مجموعه Qخواهد بود.  که  صورت 

را  Tباشد که درخت می 'Tیک زیر درخت ریشه دار  Gی اولیه از گراف را داشته باشد. یک قطعه n/2ای بیش از اندازه V-Qجزء متصل از 

 دهد.بسط می

 

 مرور الگوریتم
را دارد به طوری که بزرگترین جزء  rای به نام که ریشه 'Tی ی اولیهوجود دارد و ساخت یک قطعه rی معلوم با ریشه Gیک گراف 

 را دارد.  n/2ای بیش از اندازه -T' Vمتصل از 

مجاور با برخی رئوس با بیشترین عمق که  یک رأس یکتا  هستند و برای هر  که  -T' Vاجزاء متصل از 

ریشه دارد به  که در  برای  DFSرأس به صورت موازی پیدا نمود. ساختن یک درخت  باید این دو باشد برای هر می از  

  شوند.وصل می به  با یک لبه از  'Tبه های ساخته شده به هم متصل شده و صورت بازگشتی انجام شده و سپس درخت

باشد می O(log n)باشد پس بنابراین زمان اجرای الگوریتم ی اصلی میی مسألهی بازگشتی بیش از نصف اندازهی مسألهاندازه نکته:

 باشد.می 'Tکه این همان زمان مورد نیاز برای ساختن 

-را باید داشته باشیم که در آن تعداد مسیرها کوچکتر از یک عدد ثابت می Qی اولیه ابتدا یک جداساز به نام برای ساختن یک قطعه

 باشد. باشد و این قسمت زمانبرترین  قسمت الگوریتم می

 

 ساختن یک جداکننده: 

باشد( و بزرگترین جزء یکوچکتر از یک ثابت عددی م k) ای از مسیرهایی با رئوس متمایز ساختن مجموعه

ی یک به واسطه Qکنیم که تعداد مسیرهای تقلیل یافته را ایجاد می Reduce(Q)یک روال به نام  را دارد. n/2ای بیش از که اندازه V-Qاز 

فراخوانی باشد و در هر بار می Vفقط  Qی دهد. مقدار اولیهکسر ثابت را تا زمانی که خاصیت تفکیک کنندگی حفظ شود نشان می

Reduce  مسیرها در  1/12کهQ شوند پس فراخوانی در زمان کنار گذاشته میO(log n)  انجام می شود )و باید مطمئن بود کهQ  شامل

 شود(مسیر را شامل نمی 11بیش از 

 

 کاهش تعداد مسيرها

 ادغام جفت مسیرها باهم دیگر. باشد و سپسمی Qای از مسیرها با رئوس مجزا مابین جفت مسیرها در یافتن مجموعه ایده:

 باشد .مسیر کوتاه می Sمسیر بلند و  Lشوند که تقسیم می Sو  Lی به دو مجموعه Qمسیرها در 

متصل  sSو یک مسیر به یک مسیر  pکه  pPبا رئوس مجزا و توجه به یک مسیری چون  Pای از مسیرهای یافتن مجموعه

 باشد.می

 گردد.استفاده می و  sبرای ادغام  pخواهند بود. حال   و  باشند پس  yو  p ،xی از اگر نقاط پایان

 را توسط  sو  توسط  جایگزین می کنیم در غیر اینصورت  را توسط  sو  را توسط  پس  اگر

را به طور کامل ادغام نمود تا  sتوان حداقل تا نصف کاهش داده شده و می sگردد. )طول در هر دو حالت حذف می جایگزین می گردد و

s  ازS )حذف گردد 

 با یک کسر ثابت کاهش داده شود. Qد مسیرها در گیرد تا تعدابه صورت موازی صورت می و  sهای ادغام جفت توجه:
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P :باید دو محدودیت را ارضاء کند که شامل 

1- p  طول قطعات حذف شده نیز تا حد امکان باید بزرگ باشند. -2باید تا حد امکان بزرگ باشد و 

 اند از:توانست منجربه راه اشتباه شوند عبارتدو موردی که در اینجا می

 گردد و خاصیت جداسازی نقض شود. V-Qمکن بود باعث ترکیب دو جزء متصل از حذف یک قطعه م -1

 Sای از مسیرهایی با رئوس متمایز را به حد کافی بزرگ نیستند را پیدا نمود )در واقع کاهش طول مسیرها در ممکن بود مجموعه -2

 گیرد(.صورت می

گیرد و قرار می Sمسیر در  3K/4و  Lمسیر در  K/4نیز در شروع کار و  Q|=K|موارد فوق رخ ندهد پس ابتدا  DFSاگر در الگوریتم 

یعنی  1گردد. هدف از  محدودیت ایجاد می کنیم که ای از مسیرهایی با رئوس مجزا پیدا میسپس یک مجموعه

 Sمسیر)ها( را در  K/12ان طول حداقل توباشد )میمی P| > K/12|باشد پس فرض همان  K/12تعداد مسیرهای پیدا شده نباید کمتر از 

است  Q| <= 11K/4|خواهد بود و مراحل تا زمانی که  Sبرابر بزرگتر قبل از خالی شدن  9log nبه نصف کاهش داد( یافتن و ادغام مسیرها 

 یابد.ادامه می

ای از یک مجموعه*L اند. متصل نشده Pاست که در  Sایی در مسیره اند و متصل نشده Pاست که در  Lمسیرهایی در   :1مورد 

 باشد.ای از رئوسی است که روی هیچ مسیری نمیکه مجموعه T=V-Q-Pباشد و می Lقطعات مسیر در 

ای اندازه باشد پس بزرگترین جزء متصل  n/2ای دارای حداقل اندازه اگر بزرگترین جزء متصل  :1لم 

 را خواهد داشت. n/2کوچکتر از 

توان یک مسیر از باشد )نمیمی n/2اش بزرگتر از اندازه Tباشد بزرگترین جزء متصل  Gیک جدا کننده برای  Qتا زمانی که  اثبات:

گراف استنتاج شده بر روی استفاده کنند( زیر  Tداشت که آن )رئوس( از رئوس  به هر رأس در  *Lهر رأس در 

را که در  یا شامل رئوسی از  *L باید شامل حداقل دو جزء متصل باشد هر یک از دو جزء شامل رئوسی از 

 کند. باشد را پیدا میمی n/2اش بزرگتر از کل اندازه

ی خواهد بود پس اندازه n/2اش حداقل اندازه اند، بزرگترین جزء از در یک جزء متفاوت و  *Lتا زمانی که  توجه:

 باشد. n/2باشد باید بزرگتر از می که در  اجزاء 

 را دارد. n/2ای بزرگتر از دارای اندازهبزرگترین جزء متصل از  نتيجه:

توسط یک کسر ثابت کاهش داد(  Qتواند تعداد مسیرها را در های لیست شده را ارضاء کند میمحدودیت P)تا زمانی که  1 اگر مورد

 2ی یک کسر ثابت کاهش داد. اگر مورد را به واسطه Qاضافه نمود و تعداد کل مسیرها در  Tبه  توان مسیرها را در رخ بدهد می

اش کاهش را بدون نقض خاصیت جداسازی حذف کرد که نتیجه یا  هر یک از دو مسیر  1نند مورد توان همارخ دهد می

 باشد.ی یک کسر ثابت میبه واسطه Qتعدادی از مسیرها در 

 

 اي از مسيرهاي متمایزیافتن مجموعه

باشیم که می ای از مسیرها با رأس متمایز به صورت عهمعلوم باشند پس نیاز به یافتن یک مجمو و  sاگر 

-اند تاحد امکان کوچک میکنیم طول مسیرهایی که حذف شدهاستفاده می و  sرا برای ادغام  Pباشد. زمانی که تا حد امکان بزرگ می 

 پذیرد.صورت می عمومی matchingی باشند. کاهش مسأله به دو مسأله

-کامل با وزن مینیمم را در برخی از گراف matchingتواند ی یافتن بزرگترین مجموعه از مسیرهای متمایز که میمسأله :2لم 

 باشد( می 1یا  0شود )وزن هر لبه پیدا کند کاهش داده می های

 matchingای که یک ی مشخصی را برای مسألهتواند اندازهه میی یافتن کوچکترین مجموعه از مسیرهای متمایز کمسأله :3لم 

 ( و کاهش دهد.nهایی با وزن بیش از رأس و لبه 2nکامل با حداقل وزن را دارد پیدا کرده )آن هم در گرافی با بیش از 
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ای بود matchingی یافتن اندازهبرای  3ی مینیمم در دو مرحله یافت. کاهش در لم را با هزینه matchingتوان بزرگترین نکته: می

ها بوده و تعداد پردازنده O(log n)بود. زمان هر دو کاهش در هر دو لم  matchingبرای یافتن خود  4خواستیم و کاهش در لم که می

 باشد.می معادل با 

 ساختن قطعه اولیه:

استفاده شود به طوری که بزرگترین جزء  rی با ریشه 'Tی اولیه قطعه گردد و باید برای ایجادیکبار ایجاد می Qی کوچک جدا کننده

 را داشته باشد. n/2ای بیش از دارای اندازه 'V- Tمتصل از 

محتویاتش  'Tدهیم که را گسترش می 'T را به طور مکرر انتخاب کرده و qQاست. یک مسیر  rدر  'Tی درخت در ابتدا ریشه

توان عملیات را به یابد( میباشد ادامه می 11به صورت یک مقدار ثابت و بیش از  Qکه تعداد مسیرها در  است )تا زمانی qحداقل نصف 

 مسیری باشد. qیابیم که از این رأس به می 'Tکوچکترین رأس را در  qصورت تکراری انجام داد و با معلوم بودن 

حداقل به بزرگی  باشد. اگرمی ا رسم کنیم مانند ر yqبه یک رأس  xرا بیابیم و مسیری از  xاگر یک رأس مانند 

را با  qافزود و  'Tرا به  توان مسیر جایگزین نمود، و در غیراینصورت می را با  qافزود و 'T را به  باشد و بتوان مسیر 

 11log nبه حداقل نصف می توان انجام داد و تکرار این فرآیند در بیش از  qزین نمود. هر یک از دو مورد فوق را با کاهش طول جایگ 

 گیرد. برابر صورت می

ی رئوس که کلیه 'Tهای مجزای کافی است نشان دهیم که هیچ مسیری ما بین شاخه DFSبه یک درخت  'Tبرای نشان دادن بسط 

 است وجود ندارد. 'V- Tر اش دداخلی

ی شامل کلیه 'Tدارد چون  n/2ای به بزرگی اندازه 'V- Tگیرد و بزرگترین جزء متصل از از کوچکترین رأس صورت می 'Tآغاز بسط 

 باشد.می Qمسیرهای موجود در 

 شبه کد مورد نظر برای الگوریتم فوق به صورت زیر ارائه شده است.

 
procedure DFS(G, r) 

T'  Initial-Segment(G, T); 

for each connected component C of G - T' do 

Recursively compute a DFS tree for C; 

Add this tree to T'; 

end { for } 

end 

procedure Initial-Segment(G, T ) 

Q v; 

while |Q| > 11 do 

Reduce(Q); 

end { while ) 

Build the initial segment from Q; 

end 

procedure Reduce(Q) 

K |Q| ; 

Divide Q into two sets L and S, where |L|=K/4 and |S|=3K/4; 

while |Q| > K/12 do  

Find mincost disjoint paths 

 between L and S; 

if    < K/12 <  then     

if Icc(T U (S - )) < n/2 then 

Q  L U U P ; 

else 

Q  S U U P ; 

return 

else if lcc(T U L*) > n/2 then 
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Q  L U U P ; 

return 

else 

Extend the paths of . Suppose p joins 1 and s, x and y are the endpoints of p 

and , x = s'ys". If then ; 

otherwise, . In both cases,  is discarded. 

end { while } 

end 

 

 –O(log n)برابر با  reduceزمان اجرای  –O(log n)ا برابر ب Initial-Segmentزمان اجرای  –O(log n)برابر  DFSزمان اجرای 

ی آخر الگوریتم به دو باشد. چون مرحلهمی ترین هزینه برابر با پس زمان مورد نیاز برای یافتن مسیرهای متمایز با حداقل

باشد. پس در کل می ادل با نیز دارای زمانی مع matchingترین الگوریتم و بهینه گرددتقسیم می matchingی مسأله

 خواهد بود. الگوریتم فوق دارای زمانی معادل با 

 

 گيرينتيجه
در این مقاله نتایج بررسی هر سه الگوریتم برای یافتن الگوریتم موازی جستجوی اول عمق گراف در ادامه ارائه شده است. یافتن 

 Smithباشد. الگوریتم موازی که امکان پذیر نمی Reifبه وسیله الگوریتم  O(n)متر از زمان خطی برای یک گراف در زمان ک DFSدرخت 

 Anderson & Aggarwalباشد و الگوریتمی که توسط می ی زمانی یک گراف ارائه کرده است دارای مرتبه DFSبرای 

 باشد.می یک گراف ارائه کردند دارای مرتبه زمانی  DFSبرای 
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