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 چکيده

پردازیم؛ فضاهایی که نقش ( می pLدر این مقاله به بررسی خواص همگرایی در فضاهای )

دیفرانسیل،   معادلات  در  متنوع  کاربردهای  و  اندازه  نظریه  تابعی،  آنالیز  در  بنیادینی 

احتمال و پردازش سیگنال دارند. تمرکز اصلی پژوهش بر مقایسه و تحلیل انواع مختلف  

نقطه همگرایی  جمله  از  و همگرایی  نرم  در  همگرایی  یکنواخت،  تقریباً  همگرایی  ای، 

های  ( و ویژگیpL( است. ابتدا ساختار کلی فضاهای  )pLهمگرایی در اندازه در فضاهای )

گیرد. سپس با  ها همچون تمامیت، بازتابی بودن و دوگانگی مورد مرور قرار میاساسی آن 

ها همگرایی در یک معنا  تبیین ارتباط میان انواع مختلف همگرایی، شرایطی که تحت آن 

شناسی مقاله مبتنی بر گردد. روش شود، بررسی میبه همگرایی در معنای دیگر منجر می

ها و قضایای کلاسیک مانند قضیه فاطو، قضیه  مطالعه تحلیلی ـ نظری، استفاده از گزاره 

یافته است.  مسلط  حدی  قضیه  و  انتگرال  علامت  تحت  همگرایی  برای  نشان لبدگ  ها 

نواختی  های مناسب و شرایط یک(، وجود کران pLهای توابع در )دهد که برای دنبالهمی

ها باشد. در پایان، ضمن تأکید بر اهمیت  کننده گذار میان انواع همگراییتواند تضمین می

این نتایج در تحلیل مسائل کاربردی، به برخی مسیرهای پژوهشی باز در زمینه همگرایی  

 شود. ( اشاره می pLدر فضاهای  )

ای، همگرایی در اندازه،  (، همگرایی در نرم، همگرایی نقطهLpفضاهای ) :يديکل  واژگان

 . آنالیز تابعی، نظریه اندازه
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  مقدمه 
آنالیز ریاضی مدرن، فضاهای   ابزاری بی  pLدر قلب  اندازهبه عنوان  گیری جایگاهی استراتژیک بدیل برای بررسی توابع قابل 

آیند،  بعدی برای فضاهای تابع به شمار می-nای به عنوان تعمیم طبیعی فضاهای اقلیدسی  دارند. این فضاها که به طور گسترده

های متنوعی همچون نظریه احتمال، مکانیک کوانتوم، پردازش نه تنها در ریاضیات محض، بلکه به عنوان زبان مشترک در حوزه

کند، قدرت این  ( بیان می1987طور که رودین )شوند. همانسیگنال، و حل معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی شناخته می

یک فضای    p=2فضاها در این است که ساختار جبریِ یک فضای برداری را با ساختار توپولوژیکِ یک فضای باناخ )و در مورد  

 اند. هیلبرت( به بهترین نحو ترکیب کرده

های تابعی است.  ، تحلیل رفتار حدّی دنبالهpLترین مباحث در نظریه فضاهای  برانگیزترین و در عین حال جذاب یکی از چالش

، نوعِ “نحوه” همگرایی  pLبعدی  نهایتبعدی، مفهوم همگرایی اغلب یکپارچه و ساده است، اما در فضاهای بیدر فضاهای متناهی

ای در همه  کننده همگرایی نقطهتواند نتایج بسیار متفاوتی را در بر داشته باشد. به عنوان مثال، همگرایی در نرم لزوماً تضمینمی

تواند همگرایی در نرم را تضمین کند. ای بدون شرایط اضافی )مانند کرانداری مسلط( نمیجا نیست، و بالعکس، همگرایی نقطه 

 ای، در اندازه، و ضعیف( مستلزم دقت نظری بسیار بالایی است.این تفکیک میان انواع همگرایی )نرم، نقطه

شود که با مسائلی نظیرِ فشردگی و بازتابی بودن فضاها روبرو هستیم. در کاربردهای  اهمیت این موضوع زمانی دوچندان می

ای از توابع تقریبی سر و کار داریم، اغلب پرسش اصلی این است که آیا حدِ این دنباله در همان فضای  عملی، زمانی که با دنباله

pL توان عملگرهای انتگرالی را با حد جابجا کرد یا خیر. پاسخ به این سوالات مستلزم شناختِ عمیق از قضایای  قرار دارد و آیا می

کلاسیک مانند قضیه همگرایی مسلط لبگ، قضیه همگرایی یکنواخت و قضایای همگرایی ویتالی است. در متون فارسی، اگرچه 

اند، اما نیاز به یک بازخوانی های تئوریک این مباحث پرداخته ( به جنبه 1400( و موسوی )1398منابع معتبری همچون لطفی )

 شود. منسجم که پیوند میان “تئوری اندازه” و “خواص توپولوژیک همگرایی” را برقرار کند، همچنان احساس می

جنبه بر  دههعلاوه  در  نظری،  دنبالههای  رفتار  مطالعه  اخیر،  فضاهای  های  در  موجک   pLها  نظریه  ظهور  تحلیل  با  و  ها 

ها مستقیماً با همگرایی  سازی دادههارمونیک اهمیت کاربردی بیشتری یافته است. بسیاری از مسائل در بازسازی تصاویر و فشرده

نرم در  مقاله تلاش میگره خورده  pLیا   2L  توابع  این  تحلیل  اند.  به  پایه،  تعاریف  رویکردی ساختاریافته، ضمن مرور  با  تا  کند 

از یک نوع همگرایی به نوع دیگر ممکن می ارائه مثالشرایطی بپردازد که در آن، گذار  ابزارهای تحلیلی و  های  شود. با بررسی 

محدودیت از  روشن  تصویری  که  است  آن  بر  سعی  “سوزنی”(،  توابع  یا  “چادر”  توابعِ  دنباله  )مانند  کلاسیک  و  نقضِ  ها 

 ارائه گردد.  pLهای همگرایی در فضاهای توانمندی 

 

 مباني نظري

 pLتعريف فضاهاي  

کنید   برای  (  ,μX,M)فرض  باشد.  اندازه  فضای  فضای  یک   ،(μX,)pL اندازه توابع  تمام  پذیر  شامل 

 ها متناهی باشد: است که انتگرال زیر برای آن  

 

کند که این فضاها  فیشر« تضمین می-دهند. قضیه »ریسدار تشکیل مییک فضای برداری نرم این فضاها تحت نرم  

 (.Folland ,2013شود ) به تابعی در همان فضا همگرا می pLهستند؛ یعنی هر دنباله کوشی در  کاملتحت این نرم، 

 هاي پايه نابرابري

 برای بررسی همگرایی در این فضاها، دو نابرابری بنیادین نقش کلیدی دارند: 

 داریم:  باشد، آنگاه برای توابع  p+1/q=1/1اگر  نابرابري هولدر: .1
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 (.Royden & Fitzpatrick ,2010این نابرابری ابزار اصلی برای بررسی همگرایی ضرب توابع است )

 دارد: است، بیان می pLاین نابرابری که به نوعی نابرابری مثلثی برای نرم  نابرابري مينکووسکي: .2

 
 pLانواع همگرايي در   -1

, Brezisهای بعدی است )ها زیربنای تحلیل، ما با چهار نوع همگرایی اصلی روبرو هستیم که ارتباط میان آنpLدر فضای  

2011:) 

 وقتی همگراست اگر   fبه  دردنباله   همگرايي در نرم:  ●

 ای اگر برای تقریباً تمام  نقطه  fnf→اي:همگرايي نقطه ●

 برای هر    همگرايي در اندازه: ●

يکنواخت: ● تقريباً  هر    fبه    nfدنباله    همگرايي  برای  اگر  همگراست  یکنواخت  مجموعه تقریباً  مانند  ،    Eای 

 (. Egorov’s Theoremهمگرا شود )  fطور یکنواخت به به  روی nfوجود داشته باشد که  با 

 ها ارتباط ميان همگرايي -2

اگر   است:  اندازه  در  همگرایی  و  نرم  در  همگرایی  بین  ارتباط  اینجا،  در  مهم  قضایای  از  آنگاه    pLدر    یکی  باشد، 

{nfدارای زیردنباله}  ای است که در اندازه )و تقریباً همه جا( بهf    همگراست. همچنین، قضیه( همگرايي مسلط لبگLDCT)  

(، آنگاه  کنترل شود )  پذیر  ای باشد و دنباله توسط یک تابع انتگرالنقطه  کند که اگر  بیان می

 pL .(Rudin, 1987)در نرم  

 شناسي.روش3

شناسی این پژوهش بر پایه آنالیز تحلیلی ـ تئوریک استوار است. با توجه به ماهیت ریاضی موضوع، هدف ما اثبات نتایج  روش

انواع همگرایی در ساختارهای توپولوژیک فضاهای   است. مراحل اصلی   Lpتجربی نیست، بلکه بررسی دقیق شرایط گذار میان 

 شناسی به شرح زیر است:این روش

 رويکرد استنتاجي و تحليلي 

های قیاسی مبتنی بر اصول نظریه اندازه و انتگرال لبگ استفاده شده است. ابتدا با اتکا به تعریف  در این تحقیق، از استدلال 

ساختارِ فضای  "شود. متدولوژی اصلی در این بخش، تجزیه و تحلیلِ  های توابع در فضای باناخ بررسی می، پایداریِ دنبالهpLنرمِ  

با فضاهای با اندازه نامتناهی مقایسه   ها در فضاهای با اندازه متناهی  طوری که رفتار دنبالهاست؛ به  "پذیراندازه

 ( Brezis ,2011گردد )می

 

 هاي کلاسيکتحليل گزاره

 عنوان ابزارهای اثبات است:های زیر بهکارگیری گزارهروش کار شامل به

 های توابع نامنفی. استفاده از لم فاطو: برای تعیین کران پایینِ حدِ انتگرال دنباله   

ای به همگرایی در  (: جهت شناسایی شرایطی که تحت آن همگرایی نقطهLDCTکارگیری قضیه همگرایی مسلط لبگ )به    

 شود. نرم تبدیل می

, Follandگیری از قضیه ایگوروف: برای ایجاد پل ارتباطی میان همگرایی تقریباً همه جا و همگرایی تقریباً یکنواخت )بهره    

2013.) 
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 هاي نقض سازي مثالمدل

از  برای تعیین محدودیت از آنجا که در فضاهای بی  "های نقضروش مثال"های همگرایی،  بعدی،  نهایتاستفاده شده است. 

(، مرزهای های خاص )مانند دهد، با طراحی دنبالهای لزوماً همگرایی در نرم را نتیجه نمیهمگرایی نقطه

صورت دقیق تعریف  ها را بهبرای همگرایی  " شرطِ لازم و کافی"دهد تا  نظریِ قضایا مشخص شده است. این روش به ما اجازه می

 (. Rudin ,1987کنیم )

 

 بندي و مقايسه دسته 

بررسی شده    های  در نهایت، با استفاده از یک ماتریس تطبیقی، روابط میان انواع همگرایی در حالت

پذیری« و »پایداریِ اندازه« است که چارچوب اصلی داری در نرم«، »یکنواختیِ انتگرالبندی شامل شرایطِ »کران است. این دسته 

 دهد. ها را تشکیل میبحث در بخش یافته

 

 هاافته ي

شده، به بررسی سیستماتیک روابط میان انواع همگرایی در فضاهای  شناسی مطرحدر این بخش، بر اساس مبانی نظری و روش

(pLو شرایط لازم و کافی برای گذار از یک نوع همگرایی به نوع دیگر می ) .پردازیم 

 

 اي از همگرايي در نرم به همگرايي در اندازه و نقطه

 (، این است که: pLای در فضاهای ) یکی از نتایج پایه

 چنان باشد که     اگر  

 
 .( همگرا خواهد شد.   a.eجا )( تقریباً همهf{( به ) nfای فرعی از )}( در اندازه، و در نتیجه، دنبالهfnf→آنگاه ) 

نابرابری  ترکیب  محصول  نتیجه،  بهاین  است.  اندازه  در  همگرایی  تعریف  با  مارکوف/چبیشف  هر های  برای  مشخص،  طور 

 ( داریم:  )

 
 (.Rudin ,1987 ؛Folland, 2013دهد همگرایی در نرم، همگرایی در اندازه را به دنبال دارد )که نشان می

نشان می نتیجه  »قوی این  مفهوم  یک  نرم(  در  همگرایی  که  تضمیندهد  اما  است،  اندازه  در  همگرایی  به  نسبت  کننده  تر« 

نقطه زیردنباله همگرایی  تنها وجود  نیست؛  روی کل فضا  را تضمین میای  به صورت  ای  در a.eکند که  تمایز  این  . همگراست. 

  صرفاً   نه  است  نظر  مورد  دنباله«  »کل  همگرایی  غالباً  آنجا  در  چون  است،  مهم  بسیار  –  عددی  تقریب  در  مثلاً  –مسائل کاربردی  

 . ها دنبالهزیر 

 

 اي به همگرايي در نرم: نقش قضيه همگرايي مسلط لبگاز همگرايي نقطه

توان  کند که تحت آن می( بسیار ضعیف است. قضیه همگرایی مسلط لبگ را مشخص میpLتنهایی در )ای به همگرایی نقطه

 جا، به همگرایی در نرم گذر کرد: ای یا همگرایی تقریباً همهاز همگرایی نقطه

 قضیه )همگرایی مسلط لبگ(:    

 که:طوری گیری باشد به( تابعی قابل اندازهfو ) اگر  

(x)→f(xn1. fتقریباً همه )   جا؛ 
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تابعی 2  که   .  باشد  داشته  )  وجود  همه  تقریباً  آنگاه  xبرای  و     (،  

 
 

( جمله  از  کلاسیک  منابع  از  بسیاری  در  نتیجه  بهBrezis  ,2011 ؛Royden & Fitzpatrick, 2010این  از (  یکی  عنوان 

 شود.( معرفی میpLهای اصلی نظریه انتگرال لبگ در فضاهای )ستون 

ای همگراست، در ای از توابع که نقطه ( در اینجا حیاتی است. بدون این شرط، ممکن است دنباله gشرط وجود تابع مسلط )

 نرم به حد خود نزدیک نشود. مثال کلاسیک:

 
 : اما  ای،نقطه (0→(xnf)( و لذا )0(=xnf)(، نهایتاً )x>0برای هر )

 

دهد که  روشنی نشان می(. این مثال بهRudin  ,1987دهد )(، و همگرایی در نرم رخ نمیnبرای همه )   p0||-fn=1||بنابراین  

 توان همگرایی در نرم نتیجه گرفت.ای نمیپذیری، از همگرایی نقطهبدون کرانداری مسلط یا شرط یکنواختی انتگرال 

 

 همگرايي در اندازه، همگرايي تقريباً يکنواخت، و قضيه ايگوروف 

روشن میقضیه  را  یکنواخت  تقریباً  و همگرایی  اندازه  در  بین همگرایی  رابطه  اساسی که  است. در ای  ایگوروف  سازد، قضیه 

 کند: فضاهای با اندازه متناهی، این قضیه بیان می

وجود دارد که      با  ای  مجموعه    جا، آنگاه برای هر تقریباً همه  اگر 

 (.Folland ,2013یکنواخت است ) ، همگرایی   روی

اندازه داشته باشیم، می اندازه متناهی، هر جا همگرایی در  با  یکنواخت همگرا دنبالهتوان زیردر فضاهای  تقریباً  ای یافت که 

شود؛ در عین حال، همگرایی تقریباً یکنواخت، همگرایی در اندازه را به دنبال دارد. لذا در این فضاها، این دو مفهوم از همگرایی 

 ارتباط نزدیکی با یکدیگر دارند. 

این   آنالیز حقیقی است. در عمل،  اندازه« و مفاهیم کلاسیک »همگرایی یکنواخت« در  پلی بین مفاهیم »نظریه  این قضیه 

توانیم روی بخش بزرگی از فضا، رفتار  ی فضا متناهی است، مییعنی اگر بتوانیم ثابت کنیم دنباله در اندازه همگرا است و اندازه

 های عددی و تحلیل خطا دارای اهمیت عملی است.یکنواخت دنباله را تضمین کنیم؛ چیزی که در تقریب 

 

 نقش فشردگي و بازتابي بودن در همگرايي ضعيف 

)برای  برای دنبالهpL، فضاهای  با وجود همگرایی ضعیف  این ویژگی به طور مستقیم  بازتابی هستند و  های  ( 

 (:Brezis ,2011کراندار مرتبط است )

دنبالهبا   و    اگر   آنگاه  فرعی}،  تابعی  nkfای  به  که  دارد  وجود   }

 شود:صورت ضعیف همگرا میبه 
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 ،p+1/q=1/1با  همگرایی ضعیف به این معناست که برای هر

 

دنباله  کم در »معنای ضعیف« دارای زیر ( دستpL، هر دنباله کراندار در )دهد که در بازه  این نتیجه نشان می 

های تقریب، این مفهوم بسیار مهم است،  های گالرکین یا روشهمگراست. در کاربردهایی مانند حل معادلات دیفرانسیل با روش

های فشردگی آن را شود، و سپس با استفاده از ابزارهایی مانند قضیه ویتالی یا شرطچون اغلب نخست همگرایی ضعیف ثابت می

 (.Stein & Shakarchi ,2005؛Brezis, 2011دهند )به همگرایی در نرم ارتقا می

 

 ( pLبندي روابط ميان انواع همگرايي در )جمع

 (:( با اندازه متناهی و توان خلاصه زیر را ارائه کرد )برای فضای ) بر اساس نتایج فوق، می

 همگرایی در اندازه    . همگرایی در نرم  1

 شود.. نتیجه میa.eای با همگرایی دنبالهو از آن، وجود زیر   

 همگرایی در نرم    ای + تابع مسلط . همگرایی نقطه2

 )طبق قضیه همگرایی مسلط لبگ(.   

 ای با همگرایی تقریباً یکنواخت   دنبالهوجود زیر . همگرایی در اندازه  3

 )با استفاده از قضیه ایگوروف و محدود بودن اندازه فضا(.    

 ای با همگرایی ضعیف به دلیل بازتابی بودن فضا. دنبالهوجود زیر  (( )برای pL. دنباله کراندار در )4

یافته میاین  نشان  )ها  فضاهای  در  که  انواع همگراییpLدهد  میان  مراتب«  »سلسله  یک  سلسله (  این  دارد؛  وجود  مراتب ها 

برای تحلیل روشنه بلکه چارچوبی عملی  اهمیت دارد،  نظری  از نظر  پایداری تنها  ارزیابی  تقریب، حل عددی معادلات، و  های 

دهد. در بسیاری از مسائل، رسیدن به همگرایی در نرم دشوار است و ابتدا همگرایی در اندازه یا ضعیف اثبات  ها ارائه میالگوریتم 

 گردند. ها تقویت میپذیری یا فشردگی، این همگراییهایی درباره کرانداری، یکنواختی انتگرال شود؛ سپس با افزودن فرضمی

 

 گيري نتيجه 

طور های اساسی آنالیز مدرن بررسی کردیم. همان( را به عنوان یکی از ستون pLدر این مقاله، خواص همگرایی در فضاهای )

رفتار دنباله بیکه تحلیل شد،  این فضاهای  توابع در  پیچیدهنهایتهای  از فضاهای متناهیبعدی بسیار  مفاهیم  تر  و  بعدی است 

 های ماهوی با یکدیگر دارند. کننده آن، تفاوت»همگرایی« بسته به ساختارِ تعریف

ها باشند. در  گر کامل رفتار دنبالهتوانند توصیفتنهایی نمیکدام از انواع همگرایی بهدهد که هیچنتایج این پژوهش نشان می

ای کند، اما همگرایی نقطه( است و پایداری در نرمِ تابع را تضمین میLpترین نوع همگرایی در )حالی که همگرایی در نرم، قوی

پذیرتری در برخورد با مسائلِ نظریِ نظریه اندازه هستند. ما نشان دادیم که گذار از یک نوع  و همگرایی در اندازه ابزارهای انعطاف

»کران  همچون  جانبی  شرایطی  نیازمند  دیگر،  نوع  به  قضیه  همگرایی  )در  مسلط«  جرمِ  LDCTداری  یکنواختِ  »توزیع  یا   )

، نقشی کلیدی در وجودِ ( برای  pLانتگرال« )در قضایای همگرایی ویتالی( است. همچنین، بازتابی بودن فضاهای )

می ایفا  بهینه همگرایی ضعیف  نظریه  مانند  کاربردهای مدرن،  این موضوع در  که  با مشتقات  کند  معادلات  عددی  سازی و حل 

 جزئی، ابزاری حیاتی است.  

سلسله عنوان جمع به نهایی، درک  این همگراییبندی  میان  پیشمراتب  بلکه  است،  ریاضی  تنها یک چالش محضِ  نه  نیازِ  ها 

های پویا، پردازش سیگنال، یا فیزیک  های کاربردی است. هر پژوهشگر در مسیر مطالعه سیستمتحلیل دقیق در بسیاری از حوزه
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به حدِ هدف همگرا می توابع در کدام معنا  دنباله  مواجه است که حدِ  پرسش  این  با  با تدوین  کوانتوم، همواره  این مقاله  شود. 

 های کلاسیک فراهم آورده است.  ها، نقشه راهی برای عبور از محدودیتساختار روابط میان همگرایی

های متغیر« و تحلیل ( با وزنpLهای آتی، تمرکز بیشتری بر همگرایی در »فضاهای ) شود در پژوهشدر پایان، پیشنهاد می

های ناهمگن اهمیت فراوانی  سازی محیطای که امروزه در مدلرفتار همگرایی در حضور عملگرهای غیرخطی صورت گیرد؛ حوزه

 یافته است.
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